Densités dans IN*

Dans la suite, E désignera la fonction partie entiére.

1 Densités

Soit K C IN*, soit (ap)nen~ la suite de terme général o, = %|K N {1, ..., n}| (bornée dans
[0, 1]). On appelle densité inférieure de K la limite d.(K) = lim inf «, et densité supérieure
de K la limite d*(K) = lim sup a,. Si d*(K) = d.(K), on dit que K a une densité et on note
d(K)=d*(K)=d.(K)=1lima,. On note L ’ensemble des parties de N* qui ont une densité.

Exemple 1. d(N*)=1. Si K est fini, d(K)=0. d(kIN*) = (Car a, = Z0/E) N%)

n

Exemple 2. Sia>1et K={E(an),ncN*} alors d(K)=L.

En effet, E(ozk:)én@ozk<n+1<ﬁ>l€<n;r donc |[KN{1,...,n}|=F ( )flw—.

Remarque 3. Enlever ou ajouter un nombre fini d’éléments & une partie ne change pas ses densités
ni son éventuelle appartenance ou non-appartenance a L.

Remarque 4. Si ANB=@ et A,B€L, alors AUBeL et d(AUB)=d(A)+d(B).

Remarque 5. Si K C N* alors d*(N*— K)=1—d.(K) ; di(N*— K)=1—d*(K). Si par ailleurs
KelL,alors N~ KecLetdN*—K)=1-d(K).

2 Reésultats intéressants

Lemme 6. Si K, K'€ L et d(K)+ d(K’) > 1, alors K et K' possédent une infinité d’éléments
communs.

Démonstration. En effet, supposons D = K N K’ fini (ou
M'=K'—D,ona MAM' =@ et d(MUM')=d(M)+d(M’)
(les densités citées existent grace aux remarques 3 et 4).

vide). En posant M = K — D et
=d(K)+d(K')>1 qui est absurde

On a en fait clairement d.(D) > d(K)+d(K’)—1>0. O
Théoréme 7. Sid.(K)>0, alors ), % diverge. (inutile pour ’exercice, mais cool)

Démonstration. Posons o = d(K) > 0. On sait Ing/Vn = ng, |K N {1, ..., n}|> —n En
outre S, = Zkelm{l n} l est croissante donc a une limite [ dans R. Soit, pour tout n € N*,

Pd = ZkGKﬁ{l dno} k On sait qu’il y a au moins —no termes de cette somme correspondant

N 1 a
a ke {l, .. no}, et donc supérieurs a — il y en a aussi au moins - x 2ng pour k < 2no,
0

P ~ . « @ (e} . 2 P . P
supérieurs a dont au moins (52710 — 5”0) = 5No différents de ceux déja considérés, et

1

2ng’

ainsi de suite. Cela nous permet de dire que pg > =ng X 1 (32710 — 3n0) x = + +
: ) no 2 2 2n¢9

(5dno—5(d—1)ng) x dim):%zzzl %HJroo. pa tend donc vers +oo d’ot | = +00. O

Remarque 8. Se méfier de la réciproque !



)=0 (car WH

Si on pose K ={n? ne€N*}, on a d(K 0)et > ene % < +00, en revanche si on
1

pose K’ ={E((n+1)log(n+1)),n €N}, on a dy(K") =0 (car - —0) mais ¥, ¢ ety
diverge ! (comparer a une série de BERTRAND)

Théoréme 9. Soit deuz ensemble infinis K = {ky <ka<...} CN* et K'={kj <kj<...} CIN* tels

KeL ssi K'€L et dans ce cas d(K)=d(K') (1)
que kp~k. Alors { d.(K)=d.(K") @) .
d*(K) = d*(K") ®)

Démonstration. Il suffit de montrer (2) et (3). Remarquons d’abord que - :L’Kﬂ {1,...,kn

a la méme limite supérieure que v, et que -z == il ‘Kﬁ {1,.. knt1— 1}‘ a la méme limite
n+1—" n+l -

inférieure que «,, en raison du caractére décroissant de a,, entre deux éléments de K.

: : p(n) : _
Soit une extraction ¢ telle que [ d«(K). On sait ’K’ O T 1}’30(71) et
Ep(ny ~ kip(n), et donc ,— K'0 AL, . k)41 — 1} =du(K). du(K) est donc une valeur
e(n)+1 7

d’adhérence de o, d’ott d,(K’) < d.(K) (lalim inf est inférieure aux autres valeurs d’adhérence). De
méme d,(K) <d.(K’) d’ou (2). (3) s’obtient de maniére analogue, et le résultat est donc prouvée. O

Exemple 10. Le théoréme des nombres premiers donne p,~nlnn~FE(nlnn), donc on en déduit

d(P)=0 ou P désigne ’ensemble des nombres premiers. On notera que L diverge.

PEP p

Corollaire 11. Si (k,) € RN" est telle que k,=an+ B+o(1) avec a>1, alors K ={E(k,),n€N*}
est de densité i

Démonstration. En effet &k, 11—k, =a+0(1) donc k, 41—k, > 1 & partir d’un certain rang ny,
il n’y a donc qu’un nombre fini de termes de (k) dont la partie entiére est identique. Si on pose
K={ki<kj<..}, on adonc Im/Vn=ng—m,k),=E(knim) dot k,=a(n+m)+O(1) ~an~
E(an). Par théoréme 9, K a donc la méme densité que { F(an),n € N*}, a savoir i (exemple 2). O

Exercice 1. Soit a tel que ae® €]1,2[ (on peut prendre a=0.57). On pose K, = {E(ﬁ), ne ]N*}.
oo _ T

Montrer que K, contient une infinité d’éléments pairs et une infinité d’éléments impairs.

2n?

Solution. Commencons par développer (1 +i>an :exp(anln(lJr%) ) = exp (an(%f L.qtgnd + o( ))) =

1 1 ae® ae* (1
exp(a)exp( )exp( )+O(n. ) (lf—Jr8n2)(1+3n2)+0(ﬁ):ea7 R (§+§)+0(§>- On en
déduit que ﬁ = % + ae"‘( + = ) +o(1). L’hypothese ae®™ < 2 garantit que nous sommes bien dans le
cas du corollaire 11, et donc K, est une partle de N* de densité < > . L’ensemble des nombres pairs, comme

celui des nombres impairs, a pour densité 7, et le lemme 6 nous donne donc le résultat désiré. On a méme que

> [rexe et > [rere ; sont toutes deux divergentes (théoréme 7).

k pair k impair

Théoréme 12. Soit (A;)ieq1,..,py une partition de N* telle que Vi € {1, ..., p}, A; € L. Soit
(un) € RN" une suite telle que Vi € {1, ...,p},lim{ oo Up =1;. Alors en posant S, :%Zzzl Ui, Sn

neA;

converge et a pour limite Zle l;d(A;).

, . 1 1
Démonstration. En posant 7, = — - Zke{l O I et o = ;’{1, vy M} N
A; pr—— d(A;), on a clairement T,, = " | Loy n — Y7 | Lid(A;). Soit € > 0. Il existe
un rang no & partir duquel on a Vi, Vn > ng, n € A; =|u, — l;|<e. Pour n = ng, on a S, =

no—1

Z"O_ ukJr%Zf:l Zke{no,...,n}ﬂAi ug. En posant C'= |37 " ug *anl’v on a par ailleurs n >
c 1 p c 1 .
no=>|Sn —Tnl<+ >0 Zke{no n)nA; g —l-|<—+—><(n—n0+1)><5—+>5. Il existe

donc ny > ng tel que n>ny =|S,, — T,,|<2¢, d’on T,|—0. On a donc S, — Y7 | l;d(A;). O
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