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1 Généralités

Définition 1 (Fonction arithmétique). Soit A un anneau commutatif. On nomme fonction arithmétique (a
valeurs dans A) une fonction N* — E. L’ensemble des fonctions arithmétiques a valeurs dans A est noté F(A).

Définition 2 (Fonction (complétement) multiplicative). Soit une fonction arithmétique f a valeurs dans l’an-
neau commutatif A. On dit que la fonction est :
— multiplicative lorsque f(1) = 14 et que pour tous entiers p et q premiers entre euzx, f(pq) = f(p)f(q) (on
dit alors f € F,(A));
— complétement multiplicative lorsque f(1) = 14 et que pour tous entiers p et q, f(pq) = f(p)f(q) (on dit
alors [ € Fon(A))

Propriété 1. Une fonction complétement multiplicative est déterminée par sa restriction a P (I’ensemble des
nombres premiers). Une fonction multiplicative est déterminée par sa restriction a {p* |p € P,k > 1}.

Définition 3 (Convolution de DIRICHLET). Soit [ et g deux fonctions arithmétiques a valeurs dans un méme
anneau commutatif A. On définit la fonction arithmétique f * g par la relation :

(fxg9)n)=>_ f(p)g

pg=n

ot la somme parcourt l’ensemble des couples de diviseurs positifs de n de produit n.
On peut aussi écrire

(f *9)(n %f 9(3)-

Cela définit une loi de composition interne sur l’ensemble des fonctions arithmétiques a valeurs dans A, qui
est manifestement commutative et bilinéaire.

Propriété 2. x admet 0 comme élément absorbant et x(1y (noté §) comme élément neutre.

(f*x0)(n) = > f(p)

pg=n

(f*6)(n)= > f(p) xba = f(n)

pPg=n

Preuve 1.

Propriété 3. Le produit de convolution de deux fonctions multiplicatives est multiplicatif.

Preuve 2. Soit f et g multiplicatives et p et q premiers entre euz.
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(fxg)(p) x (f *9)(q)-



Propriété 4. x est associative.

Preuve 3.

(fxg)xh)(n) = > (f *9)(p)h(q)

pg=n

> F(r)g(s)h(a)

pg=nrs=p

> f(r)gls)h(g)

prs=n

Cette derniére expression est égale 6 (f x (g h))(n) par le méme calcul, d’ou le résultat.
Ainsi, F(A) a une structure d’anneau commutatif pour les lois +, *.

Propriété 5. Si f est complétement multiplicative, alors pour toutes fonctions g et h :

(fg)* (fh) = flgh)

Preuve 4.

(f9)* (fh)(n) = > FP)g) f(@h(a) = > Fpg)g(p)h(g) = f(n)(g*h)(n)

prg=n pg=n
2 Chasse aux inverses

2.1 Cas général

Une fonction arithmétique f est inversible lorsqu’il existe une fonction arithmétique g telle que :

fxg=0

C’est-a-dire que :

fMg(1) =1

=2, fkyg () =0

k|n

La premiére condition nous donne immédiatement la condition nécessaire suivante : si f est inversible, alors
f(1) est inversible dans A.
Cette condition est en outre suffisante : en effet, il suffit alors de calculer récursivement :

o) =—f)7 [ X s (3)

kln,k>1

D’ou le théoréme suivant :

Théoréme 1. Une fonction f € F(A) est inversible si et seulement si f(1) € A*, et on peut alors calculer
récursivement l'inverse.

2.2 Cas multiplicatif

Dans le cas multiplicatif, f(1) = 1 donc les fonctions sont toujours inversibles. Reste & déterminer si leur
inverse est toujours multiplicatif.

Soit donc f € Fy,(A) et g = f~1. Supposons par I'absurde qu’on ait p, ¢ deux entiers premiers entre eux,
strictement supérieurs & 1 (sans quoi le résultat est clair), et tels que pg soit un contrexemple minimal.
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= —fMg@I(f *9)(q) — f(1)g(q)]
= (f*9)(I(f*9)(p) — F()g(p)]

= —9(p)[0—g(q)] = 0[0 — g(p)]

= 9(p)9(q)

Par I’absurde, on a donc montré que 'inverse est toujours multiplicatif.

Théoréme 2. Si [ est multiplicative, alors f est inversible et son inverse est multiplicatif. F,,(A) a donc une
structure de groupe pour *.

2.3 Exemples

2.3.1 Exemple fondamental

Soit 1 la fonction constante égale & 1. Clairement multiplicative, elle est inversible. Déterminons la valeur
de son inverse, noté u, en les p*. p € P,k > 1.

p(1) =1
pp)=— Y pk)=—p(1)=-1
Elp,k<p
p?) =~ Y k) =—p(1) —pp)=-1+1=0
k|p?,k<p?
De méme on montre, dés que k > 2 :

k—1
=2 nlp) = ZM PP = p(* ) ) =0

=0

Ainsi, si on a un entier n quelconque decompose en facteurs premiers, alors dés qu’une valuation est supérieure
ou égale & 2 (c’est-a-~dire que n est divisible par un carré différent de 1), son image par u est nulle. Sinon, son
image vaut (—1)" ou r est le nombre de facteurs premiers distincts de n. On nomme g la fonction de MOEBIUS.

2.3.2 Fonctions complétement multiplicatives

Soit f complétement multiplicative. On remarque que :

fr(fu) =) *(fu) = f(lxp)=f6 =4
ot on a utilisé f(1) = 1. Ainsi f~! = fu.

2.3.3 Nombre de diviseurs

Soit d : n +— Zk‘n 1 la fonction nombre de diviseurs. On peut écrire d = 1 1 et donc d~! = p* p.

(% 1) ( Zu N =1p(p®) = 1)
Ainsi si k>3, (ux p)(p*) est clalrement nul. Sinon, cela dépend :
(x m)(p*) = p(p?) — u(p) =0+ 1=1
(pxp)(p) =plp) —1= -2

Soit donc un entier n. Sil est divisible par un cube distinct de 1, son image par d~! est nulle. Sinon, on écrit
n= M? H¢<rpi et alors dil(n) = (_2)r



2.3.4 Somme des diviseurs

Soit o : n +— Zk‘n k la fonction somme des diviseurs. On peut écrire 0 = Id* 1 donc o est multiplicative, et
ot = (Idp) * p.
Ainsi, pour k£ > 1 :

o (") =D o ) = p*) — pu*)
i<k
Douot(p°) =1, 07 (p") =—p—1,0'(p*) =0+p=p, o' (p") =0,k > 3.

Soit n un entier. Si n est divisible par un cube distinct de 1, son image par o~
n=N2T],<;<,pi et alors

! est nulle. Sinon, on écrit

o) = (=1)'N ] i +1)

1<i<lr

3 Série de DIRICHLET

On s’intéresse désormais au cas des fonctions arithmétiques a valeurs dans C.
A une fonction f, on associe la fonction Sf : U — C qui a tout s tel que la série converge associe
On remarque que :

n m n)g(m 1 *
Z% % :ZZ f((n):;()é ) :ZE (an:pf(n)g(m)> :Z (f pz)(}?)

p p

f(n)

n ns °

On en déduit : Sf x Sg = S(f x g). On retrouve ainsi des résultats comme —~ = 1) De plus :

¢(s) n®
s1(s -1 =3 "I _ si1at pygs)

n

Ainsi, par exemple, calculer C(Cs(;)r ) revient a calculer S(Id" x ).

3.1 Cas multiplicatif

Soit f multiplicative. En décomposant chaque n comme un produit de facteurs premiers et en disjoignant
pour chaque p selon sa valuation :

n k
s =S NP =TT (1+ 2050

peEP k>1

3.2 Cas complétement multiplicatif

Soit f complétement multiplicative. En reprenant le calcul précédent (série géométrique) :

o011 (55

peP

4 Fonctions totient et indicatrice d’EULER

Soit J,. = Id" x . C’est une fonction multiplicative.
. . 1
(") = Y prFup) =pt - pr ) =pr* (1 = )
0<i<k p

Donc, pour un n = [[ p;'* quelconque, J,.(n) = n" [], (1 - pi) On remarque en outre que J,x1 = Id"xpux1 =
Id", c’est-a-dire que :

> Je(k) =n"
k|n

On a SJ.(s) = % d’apreés le calcul ci-dessus.



Plagons nous dans le cas d’un entier & > 1 et montrons que Jy est le nombre de k-uplets ai,...,a; de
{1,...,n} tels que ay,...,ax,n soient premiers entre eux (dans leur ensemble).

Il y a n* k-uplets de {1,...,n}. Soit ay,...ax un tel k-uplet tiré uniformément au hasard. La probabilité
que ay,...,ax,n soient premiers entre eux est la probabilité que pour tout diviseur premier p de n, p ne divise
pas a la fois ay, ..., ax. Il est aisé de vérifier que les événements "p divise a la fois aq,...,a;" (p|n, p premier)
sont indépendants (par récurrence, en divisant ai,...,ax par le diviseur commun & chaque fois), et donc la
probabilité cherchée vaut [J(1 — 1%) d’ou le résultat.

On sait donc que Ji(n) est également ¢(n), ou ¢ est la fonction indicatrice d’EULER, qui compte le nombre
d’entiers inférieurs & n premiers avec n. On retrouve ainsi le résultat classique :

Z o(k) =n.

k|n

5 Caractéres de DIRICHLET et fonctions L



